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Le probl~me du calcul des int6grales de SLATEI~ R~(nalanblb, nclcnala) ~ l 'aide 
des fonctions d 'onde hydrog6noides a d6js 6t6 r6solu par  divers auteurs, en parti- 
culler par  NAQvI [4] et LAYzE~, ttoyr Lwwls, T~oMPsoN [2]. La valeur de ces 
int6grales, ainsi que ce]le de leurs d6riv6es partielles par rapport  aux charges nue- 
16aires effectives intervient en effet dans la m6thodc de perturbation de LAYZER 
[3] pour le calcul de l'6nergie des 6tats discrets d 'un atome [d, 5]. Toutefois l '6tude 
de ces int6grales a g6n6ralement 6t6 r6duite ~ ce]le de cas particuliers ( int6grales 
F ~ et G ~ ou cas d 'une charge nucl6aire unit6) ou effeetu6e au moyen d 'un forma- 
lisme indirect. Nous proposons ici une formulation g6n6rale, qui nous parai t  
simple, de ces int6grales et de leurs d4riv6es partielles par  rapport  aux charges 
nuel6aires. 

L'int6grale de SLATEI~ 

Rk(nalanblb, nclcnc~Ic~) = ! r~>+l P(nala; r) P(nblb; r') P(nclc; r) P(nc~l~; r')drdr' 
0 0 

peut  s'6erire 

-Rlc(naIanbl~, nclcnc~Ic~) P(nj~; r) P(nd~; r) = r~+l I f  r'lSP(nbl~; r')P(nc~l~; r')dr'] dr + 
0 0 

+ P(n~h; r) P(nal~; r) r P(nala, r') P(nclc; r')dr' '~ �9 dr 
r~+l 

o o 

Les fonetions d'onde radiales hydrog6noides ont pour expression: 

off 

P(nl;  r) = An~ e 

Z n l  r 
- - -  n - l - 1  r~Tl+t 

i=0 Dnt 

An~ = -  n \ n / 
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t - i ) ! ( 2 / +  + i i!(n - l - 1 i)I 

Posons I(r ,  N ;  m) = f r '~v e -mr' dr' oh N e s t  entier > 0 .  
0 

Par  une succession d ' int6grat ions par  parties on obtient  

I(r ,  N ;  m) = ~ -- e -mr ~ - -  
~=0 i! j 

Posons J (~ ,  fl, N,  m) ~ ~ r~ e-Zr I(r,  N ;  re)dr 
0 

En  d6veloppant  il vient  

a ! N [ [  I 

oh or est entier _> 0 

2V+c~ m *-'~ ] i l 
- - -  ~ C~. ] o ~ 0 7 =  

La fonetion J ( a ,  fl, N,  m) est une g6n6ralisation de l ' int6grale J(a ,  b) d6finie par  
JUDD [1]. On a 

J(a ,  b) = J(a,  ~, b, 1). 

Les fonctions S~ (pqn) do A. Turns  [6] d6finies par* 

co T1 

S~(pqn) = e-~rl r~ drl rV r q "1 e_~z r~ dr~ + rV~ r i e-C'r~ r~ dr~ 
0 r l  r ~ + l  0 

sent  reli6es aux J(~ ,  fl, N, m) par  l '6quat ion 

S~(pqn) = J ( p - -  n + l ,  fl, q +  n + 2, a) + J ( q -  n + 1, ~, p + n + 2, f i ) .  

Pour  une valeur donn6e de k, posons 

Lg/h = le -~ l$ + ~ - lc + g + h , NeJh = le -~ I/ + 2 + k + g + h 

Zey -- __Z~'~" + --,Znm te = ne- - l e  -- 1, Ae  =Anele, Die = Din,z, 
Tee n f  

on a 

d'ofi 

f tb t,~ I(r, hT~];Z ha) 
r'~P(nblb; r') P(nala; r')dr' = A b A a  ~ ~ , 

o i=0 j=o Db Da 

P(n~l~; r) P(nd~; r) Z,cr ~ t~ rL~q 
r ~ + ~  = A a A c e -  v=o q ~ o ~ D  q =  

* L'expos~nt au d6nominateur, au lieu de (n + 1) est (n - •) dans l'artiele de A. TvBIS 
mMs les formes explicites qui y sent dorm6es correspondent ~ la pr6sente d6finition. 
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R~(nalanblb, nJcnala) 

ta tc t~ ta ac ac J(n~q, Z , N~?, Z ~) ~a o~ ~ + J(L~, Z , N~q, Z =) 

!o=0 q=0 i J - - a ~ c ~ a  

A pa~ i r  de l 'expression de J(a, fl, N, m) on 6tablit direetement 

0 
~fl J(~,/3, N, m) = - - J ( a  + l,/3, N, m) 

Sachant que les J(a,/3,  N, m) sont des fonc~ions homog~nes de degr6 - (~ + N + 2) 
de/3 et m, l 'identit6 d ' E v ~  nous permet  d%crire 

fi ~ + N + 2  
~ J(~,/3, ~ ,  ~ )  = _ j ( ~  + l,/3,~, ~ )  --~ J(~,/3, N, ~)  

En tenant  eompte des expressions de An~ et D~m et des trois derni6res 6quations, on 
6tablit facilement 1'expression des d6riv6es partielles de Rl~(nalanblb, nclcnala) par 
rapport  aux diff6rents Zn~. Par  exemple: 

~Z~,~ R~(nalan~ nJcnala) 

t~ to t~ ta ( p + l~ + ~ 
= AaA~A cAa ~ ~ ~ ~=o I Z, ,~ [J(L~q, Za~, .,~ba#, Z~a~, + 

~=0 q=0 iffi0 

.~-JtLb. d. zba L ac Zac~] -~ 

[ ba "~ Z ~ ) -  ~ L~]+2)  fir.ha 7,~ ~.* Z.o~ + I -Z ba J ( L ~  + t ,  Z , N~q, (N.q + ~ i j ,  ~ , ~'~q, i 
Z ac 

- -  J ( L ~  + l ,  Z ac, N b ] ,  Z bd'~ll ! I p q ~ J ] D~D~DbDa 

Les autres d6riv6es partielles s 'en d6duisent en modifiant le contenu de l 'accolade : 

pour Znc~e on remplaee les facteurs p + l~ + ~ et i - -  respectivement par  q + lo + 
Znala  n a  She l f  

�9 + h + ~  ] + l a + - ~  i e ~ r e s p e c -  et t_.n, Pour Znblb e~ Zndl d ies factenrs son~ ~ Z-b~b ' Z~az~ ' n~ na 

r et fl faut  en ouSre permuter  les paires &indices ac etbcl de m~me que pq 
a 

et ij. Ainsi, par  exemple, le eontenu de l 'accolade dans l'expression de ~Z,~----~ 

R~(nalanblb, nclcnfla) devient 

ac ac ar j + la + w [J(Lpa, Zac, Nb], Z~a) § J(Lb~, Zba, Lvq, Z )] % 
Zndld 

I~ac  ac - (N~j + L~q J(Lw, Z , N~, Z 1 J ( L ~ q  + ac ~a oa oa ac 

nd  Z b~. 

-- J(Lba~ + 1, Z ha, N~eq, Za~)] 
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